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Resumen
Desarrollando una simulacidn interactiva y recurriendo a principios de la mecéanica de Newton, se logré describir la
deflexion causada en haces de luz por diferentes arreglos de lentes gravitacionales, haciendo posible visualizar algunos
efectos interesantes consecuencia de este fendmeno tales como la formacién de imagenes mdltiples, arcos y anillos de
Einstein. Dicha herramienta favorecié una mejor comprensién y conceptualizacion de la situacion fisica en estudio por
parte de estudiantes de diferentes cursos de Fisica a nivel universitario.
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Abstract
Developing an interactive simulation and utilizing principles of Newtonian mechanics, describing the deflection was
achieved in beams of light caused by gravitational lensing different arrangements, making it possible to visualize some
interesting effects due to this phenomenon such as the formation of multiple images, arcs and Einstein rings. This tool
facilitated a better understanding and conceptualization of the physical situation being studied by students of different

courses in physics at the university level.

Keywords: Numerical Methods and simulations, Astronomy and Gravitation.

PACS: 98.80.-k, 95.30.Sf, 98.62.Sb.

I. INTRODUCCION

Una de las consecuencias mas interesantes de la Teoria
General de la Relatividad es que en las cercanias de un
cuerpo masivo se produce una deformacion del espacio y
del tiempo; de manera que la interaccidn gravitacional se
manifiesta a través del cambio causado en la geometria del
Universo. Dado que toda particula existente estd
condicionada a la forma que toma el espacio a su
alrededor, la luz también se ve afectada por la fuerza
gravitacional, hecho que fue verificado experimentalmente
por primera vez por Sir Arthur Eddington (1882-1944) en
1919 al presenciar un eclipse de sol en Puerto Principe
Africa.

En sus observaciones, Eddington detecté un
corrimiento aparente de la imagen de una estrella debido a
que la masa del Sol desvié los haces de luz emitidos por la
misma; a este efecto se le llamd deflexion. Igualmente,
existen circunstancias especiales en las que un cuerpo
celeste se encuentra entre una fuente luminosa y un
observador (ubicado en la Tierra por ejemplo), de forma
que, ademas de apreciarse un corrimiento de la imagen de
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la fuente, se presentan otros efectos interesantes tales
como la formacion de dos o mas imagenes de un mismo
objeto, la evidencia de arcos y los llamados anillos de
Einstein (Figura 1). Este fendmeno es conocido como
Lente Gravitacional.

FIGURA 1. Formacion de un anillo de Einstein. Imagen del
Slacs Survey team.
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Aunque el efecto de Lente Gravitacional fue predicho por
Albert Einstein (1879-1955) en 1916 como una de las
pruebas de la Teoria General de la Relatividad [1], el
primer caso de formacién de una imagen multiple no fue
observado sino hasta 1979 por el astronomo Dennis Walsh
(1933-2005), y el primer caso de formacion de un anillo
de Einstein hasta 1988 por Jacqueline Hewitt.

No obstante, desde mucho antes se especulaba que la
gravedad tenia un efecto sobre la luz, en 1783 un
astrénomo de nombre John Mitchell (1724-1793) envié a
Henry Cavendish (1731-1810) un documento en el que
exponia como calcular la masa de una estrella a partir de
la deflexién que esta causaba sobre un haz de luz. En el
desarrollo de este método Mitchell considerd Gnicamente
el comportamiento corpuscular de la luz, y la interaccion
gravitacional como Newtoniana.

Entonces, dada la dificultad que se tiene al abordar este
topico de la Astrofisica en cursos introductorios de Fisica
debido a su complejidad, se busca retomar esta
aproximacion introduciendo algunas consideraciones
pertinentes para una correcta conceptualizacion del
fenémeno por parte del estudiante. A continuacién se
realizara una breve descripciéon del aparato matematico
utilizado en la modelacion del fenémeno y la deduccion
del angulo de deflexion, continuando con los efectos mas
representativos e interesantes y finalizando con los
resultados obtenidos del desarrollo e implementacion de
una simulacion interactiva en diferentes cursos de Fisica a
nivel universitario.

Il. MODELO TEORICO

Si se considera que el potencial gravitacional generado por
el cuerpo celeste que actla como deflector es del orden de
d<< % y las ecuaciones de propagacion de los haces de
luz son planteadas desde un marco de referencia inercial
de Galileo, entonces es posible realizar un analisis del
fendbmeno de Lente Gravitacional a partir de
consideraciones de la Mecanica Clasica. Dentro de esta
aproximacion se tendrd Unicamente en cuenta el
comportamiento corpuscular de la luz y se recurrira a los
fundamentos de la Optica Geométrica.

Aunque esta aproximacién no presenta ninguna
inconsistencia teorica, difiere en la interpretacion que se le
da al fendémeno; de forma que, desde el punto de vista de
la Mecénica Clasica el fendmeno es abordado como un
problema de dos cuerpos bajo interaccion gravitacional,
mientras que en Relatividad General el fendmeno se debe
a que los haces de luz estan confinados a la geometria que
toma el espacio y el tiempo alrededor del cuerpo deflector.

Considérese la situacion ilustrada en la Figura 2. Se
tiene una fuente luminosa, la cual emite haces de luz que
se propagan en el espacio con simetria esférica y a la
velocidad de la luz en el vacio. Dicha fuente esta ubicada
a una distancia Ds de un observador que se encuentra a
una posicién r, con respecto a un marco de referencia
inercial.
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Debido a la presencia de un cuerpo de masa M ubicado
a una distancia D del observador y a una distancia D s de
la fuente luminosa, los haces de luz son desviados
proporcionalmente al campo gravitacional generado por
este cuerpo.

Z

Fuente

Imagen

R _152‘ _

- Observador

=}

X

FIGURA 2. Sistema Observador-Deflector-Fuente, viajando a lo
largo del espacio alrededor de estos cuerpos, un haz luminoso
emitido por la fuente.

La fuerza de atraccion gravitacional que el deflector ejerce
sobre un i-ésimo haz es de la forma:

= GMm . .
FGi:?(rD_ri)’ @
I

expresion conocida como la ley de Gravitacion Universal
de Newton. Donde M y rp son la masa y posicion del
deflector respectivamente, G=6,678x10™Nm%kg® es la
constante de Cavensish, r; es la posicion del i-ésimo haz,
m es la masa asociada al haz (que como se vera mas
adelante no es necesaria, y:

D ={J(X=-x)+(Y -y)+(Z-z) . )
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es la distancia entre el haz y el deflector. Con:
Fo=Xi+Yj+2Zk y @)
Fi:XiiA"'yij"'Zilz : 4

Al plantear la segunda ley de Newton para el haz se llega
a

d’r. GM . .

an_SME . (5)
dt2 Dl:g ( D I)

El principio de Equivalencia establece que la aceleracion
que experimenta un cuerpo debido a la atraccion
gravitacional de la Tierra por ejemplo, es independiente de
su masa. Entonces nétese que aunque no se tenga un valor
de masa asociado a un haz luminoso, aun asi se ven
afectados por los campos gravitacionales.

En general, para un deflector compuesto por N
particulas, la aceleracién experimentada por un i-ésimo
haz debida a la contribucion gravitacional de cada uno de
los cuerpos que componen el deflector, esta dada por:

d-r; 2” ©)
=G r ),
dtZ JZO ( Dj — '

donde, M; es la masa de la j-ésima particula, Rp; su
posicion y DIJ la distancia entre esta y el i-ésimo haz.

La expresion (6) es una ecuacion diferencial ordinaria
de segundo orden y lineal cuya solucién arrojara como
resultado la ecuaci6on de propagacién de la luz en
aproximacién clasica.

I11. ANGULO DE DEFLEXION

Debido al valor de la velocidad de la luz en el vacio, un
haz luminoso describe una trayectoria hiperbolica
alrededor del deflector, de forma que su ecuacién de
movimiento es analoga a la ecuacion de una conica, y es
de la forma [2]:

_ D;(e+1) ’
l1+ecosg

Y]

con e la excentricidad de la 6rbita, y ¢ el azimut, ambas
cantidades medidas desde el cuerpo central. De la misma
forma, de la conservaciéon del momentum angular y para
el caso de drbitas cdnicas, se tiene que:

de _ . 8
e = /JGMD; (1+e) 8)

Se denomina deflexion a la desviacion que sufren los
haces de luz al pasar por las cercanias del deflector,
aunque esta desviacion se da a lo largo de toda la
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trayectoria del haz, dentro de esta aproximacion se
considerara que la deflexion unicamente se produce al
pasar por el plano del deflector (Figura 3). Dado que este
efecto es independiente de la longitud de onda, se
considera monocromatico.

N [

Ri[ Observador
Deflector
.

D, ~

Fuente

D.s

Ds
FIGURA 3. Corrimiento aparente de la posicion de una fuente

luminosa. Cuando la distancia entre el observador y la fuente es
considerable, los rayos dpticos se consideran paralelos entre si.

El &ngulo de deflexion o es una medida de la desviacion
en la trayectoria del haz, tal y como se puede apreciar en la
figura 2. Es posible demostrar geométricamente (la
deduccidn puede ser consultada en [3]) y partiendo de las
ecuaciones (7) y (8) que:

2GM

Rc? ©

o=

con R la distancia entre el haz y el deflector. Este resultado
fue expuesto por primera vez por el astrénomo aleman
Johan Soldner (1776-1833) en 1804 y luego por Einstein
en 1911. Para el caso de un haz que pasa por la por la
superficie del Sol se tiene el angulo de deflexion es:

2GM,
oy = 2
R.C

~ 0.875arcsec » (10)

donde la masa y el radio del Sol son: Ms=1.989x10%%g y
Rs=6.96x10%m, y arcsec corresponde a segundos de arco.

A. Campo de deflexién

La desviacion que experimenta un haz varia
proporcionalmente al potencial gravitacional generado por
el cuerpo deflector y a su distancia de separacién con
respecto al mismo. Entonces, la deflexion es méxima en
las cercanias del deflector, y decrece a medida que el haz
se aleja de este. El campo de deflexion se calcula
superponiendo el valor del angulo de deflexién punto por
punto a lo largo del plano del deflector (Figura 4).

IV. FORMACION DE LA IMAGEN

Debido al efecto de lente gravitacional, la gran mayoria de
las imégenes captadas de cuerpos celestes distantes suelen
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estar distorsionadas [4]. Existen casos registrados en los
gue se observan dos o0 mas imagenes de una misma fuente,
esto se debe a que la deflexion se presenta de forma tal que
varios haces luminosos Ilegan a un mismo observador. Un
caso particular se presenta cuando se forman cuatro
imagenes multiples que en conjunto componen la
denominada cruz de Einstein (Figura 5).

El corrimiento aparente de la imagen de la fuente es
proporcional al angulo de deflexion y es igual a:

Rig =R, + D tana (11)

£ } [arcsec]
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FIGURA 4. Campo de deflexion ocasionado por un deflector
puntual de masa tres veces la del Sol. Campo escalar generado
con la simulacion desarrollada por los autores.

En general, para que se forme una imagen multiple se debe
cumplir que:

IR, —D, tana|=0. (12)

&

FIGURA 5. Formacion de una Cruz de Einstein (Imagen tomada
de: http\\:images.encarta.msn.com/xrefmedia/sharemed/targets/
images).
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Estas dos ultimas condiciones son consecuencia directa de
la descripcion de la trayectoria de los haces a partir de
principios de la Optica Geométrica (Aproximacion de
lente delgada).

V. EFECTOS INTERESANTES

Einstein mostro teéricamente en 1936 que si el observador,
el deflector y la fuente luminosa se encuentran
exactamente alineados, no se detectard la formacion de
imagenes multiples sino que se formara un anillo alrededor
del deflector ocasionado por la distorsion en la imagen
original de la fuente (Figura 6). Dicho fendmeno se conoce
como anillo de Einstein y en aproximacion clésica su radio
se define como:

2GM
® | Dc?
y D se define como la distancia efectiva de lente:
D-DuDs (14)
D

LS

FIGURA 6. Anillo de Einstein formado por un deflector puntual
de masa tres veces la del Sol.

Sin embargo, si el observador, el deflector y la fuente no
se encuentran alineados, se forman arcos y otro tipo de
figuras dependiendo de la estructura del cuerpo deflector
(Figura 10d).

VI. SIMULACION INTERACTIVA

Una simulacion interactiva es una herramienta informética
gue mediante una interfaz gréfica aplicada al desarrollo de
un modelo fisico, representa y ambienta visualmente la
evolucién de un determinado fenémeno, haciendo mas
clara la relacion entre las variables involucradas, y
http://www.journal.lapen.org.mx
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familiarizando al estudiante con actividades propias de la
investigacion cientifica tales como la construccion de
modelos, la dependencia del fenémeno en estudio con las
variables involucradas mediante el ejercicio de modificar
pardmetros y condiciones iniciales [5].

El empleo de esta herramienta en el aula a fomentado
en el estudiante una mejor comprensién de aquellos
sistemas fisicos en los que se hace necesario un mayor
grado de abstraccién y cuya evolucion resulta dificil de
visualizar [6]. Para que resulten pedagdgicamente
efectivas, deben ofrecer los elementos suficientes para que
el estudiante sea capaz de asimilar las leyes fisicas
presentadas, a partir de un proceso de postulacion de
hipotesis y verificacion de las mismas, tal y como lo
afirma Hake en [7]. De este continuo ejercicio, el
estudiante gana un conocimiento mas profundo y fortalece
su pensamiento hipotético-deductivo analizando por su
propia cuenta el fendmeno fisico en estudio [8].

Se implementd una simulacion interactiva en Java
mediante el empleo de la versién 4.10 del paquete Easy
Java Simulation. Se desarrolld la correspondiente solucion
numérica a la ecuacion (6) usando el método de Runge-
Kutta de cuarto orden, considerando como condiciones
iniciales de posicion y velocidad la ubicacion espacial del
deflector y la velocidad de la luz en el vacio c=3x10°m/s,
respectivamente. A partir de este método iterativo se logré
describir la propagacion de la luz emitida por la fuente al
pasar por el cuerpo deflector al que se le asociaron
diferentes simetrias, tales como: Puntual, Binario, Polar,
Axial, Toroidal, entre otras. Esto con el fin de ilustrar
desde los efectos mas simples hasta los casos con
perturbaciones que hacen parte del fenémeno de lente
gravitacional.

A partir del modelo matematico desarrollado, se logré
obtener el campo de deflexion para cuerpos con diferentes
simetrias y en diferentes configuraciones (Figura 8). A los
valores del &ngulo de deflexion se les asocio un indice de
color de manera que el violeta corresponde a aquellos
valores cercanos a cero y el rojo al valor méximo.
Igualmente, de la simulacion se logro obtener la distorsion
de la imagen detectada por el observador y ocasionada por
las diferentes simetrias de los cuerpos celestes deflectores
(Figura 10).

Cada una de las configuraciones predeterminadas en la
simulacion se generaron a través de la teoria de la
percolacion, de manera que los diferentes cuerpos celestes
tales como galaxias y cimulos de galaxias se construyen a
partir de una distribucion aleatoria de cuerpos discretos a
los que se le asocian diferentes simetrias. Dentro de este
modelo, no se tuvo en cuenta la interaccion gravitacional
entre las particulas que componen el cuerpo deflector y se
despreciaron todo tipo de fuerzas de caracter disipativo. Se
introdujeron tres diferentes pestafias dentro de la
simulacion, las cuales permiten visualizar la propagacién
de la luz en el espacio, el campo de deflexion a lo largo del
plano del cuerpo deflector, y la formacion de la imagen
(Figura 7).
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VII. IMPLEMENTACION

La simulacion se aplicé en los cursos de Astronomia y
Topicos de Fisica Actual de la Licenciatura en Fisica de la
Universidad Distrital Francisco José de Caldas en una
sesion de dos horas en la que se expuso la historia, los
principios basicos de este fenémeno y aquellos aspectos
conceptuales que permitieron introducir a los estudiantes a
la aproximacion tedrica desarrollada y a las diferentes
actividades realizadas, tales como talleres interactivos
incluidos dentro de la herramienta, un test de diagnostico
y finalmente una encuesta que permitié validar la
efectividad de la herramienta (Figura 9).

El total de estudiantes encuestados fue de 55, todos con
conocimientos previos de Ecuaciones Diferenciales,
Mecénica Clasica y Optica Geométrica.

FIGURA 7. Aspecto de la simulacién interactiva. En esta pestafia
de la simulacion se visualiza la propagacion de los haces
luminosos y la desviacion que sufren por accién del cuerpo
deflector.

VIII. RESULTADOS

La mayor parte de los estudiantes que interactuaron con la
herramienta desconocian la existencia de este fendmeno,
mientras que los demas habian tenido un acercamiento
muy superficial al mismo en sus cursos anteriores, esta
informacién de corroboré con las encuestas que se
realizaron a lo largo de la sesion.
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{c) . (d)

FIGURA 8. Campo de deflexion generado por cuerpos con
diferentes simetrias: (a) Arreglo binario. (b) Deflector Toroidal.
(c) Deflector de simetria polar. (d) Deflector andlogo a una
galaxia espiral.

FIGURA 9. Estudiante

manipulando la
visualizando la formacion de un anillo de Einstein.

simulacion y

Acorde a las respuestas obtenidas de las actividades
realizadas, es posible afirmar que cerca de un 95% de los
estudiantes lograron comprender de manera clara y precisa
los principios fisicos que hacen posible el efecto de lente
gravitacional al igual que sus efectos mas significativos.
De manera que la simulacion cumplio satisfactoriamente
con su finalidad, presentando una buena navegabilidad,
una visualizacién clara del fenémeno, y un amplio
contenido epistemolégico y técnico del tema, claro estd,
dentro de las aproximaciones consideradas.
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Dado que en la mayoria de los casos los diferentes cuerpos
celestes tienen formas irregulares y en conjunto forman
todo un sinndmero de diferentes simetrias, la imagen
producida por estos cuerpos va a ser de forma irregular
también. En la Figura 11 se visualiza la distorsion
ocasionada en una fuente puntual por un deflector espiral y
en la Figura 12 se muestra un paralelo entre la distorsién
ocasionada por un deflector de simetria irregular y un
efecto detectado a escala celeste.

Finalmente, en la Figura 13 se muestran las curvas de
radio de Einstein vs distancia efectiva de lente para
diferentes valores de masa de un deflector puntual. Dichas
curvas fueron construidas de manera estadistica y a partir
de la recopilacion de méas de 10.000 datos numéricos
obtenidos con la simulacion.

(a) (b}

{c) id)
FIGURA 10: Formacion de la imagen de la fuente luminosa: (a)
Formacién de una cruz de Einstein. (b) Imégenes maltiples que
en conjunto forman un hexéagono. (c) Imagen irregular debida a
un deflector polar. (d) Formacion de arcos.

(@) ' (b)

FIGURA 12: (a) Deflector Polar. (b) Sistema BO631+519
(Imagen tomada de: www.cfa.harvard.edu/castles)
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Radio de Einstein Vs Distancia Efectiva de Lente
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Figura 13: Radio de Einstein vs distancia efectiva de lente para
diferentes valores de masa de un deflector puntual.

VIl. CONCLUSIONES

Las consecuencias mas interesantes del efecto de Lente
Gravitacional van desde el corrimiento aparente de la
imagen de un cuerpo celeste, la formacién de dos o mas
imagenes de un mismo objeto, hasta la formacion de arcos
y anillos de Einstein. En la actualidad, los astrénomos
utilizan este fendmeno para realizar mediciones de la
estructura a gran escala del universo, su estado milésimas
de segundo después del Big Bang, y realizar predicciones
tales como la existencia de Materia y Energia Oscura.

Una formulacién completa de este fenémeno exige la
aplicacion de las ecuaciones de campo de la Teoria
General de la Relatividad [9], y dado que esta formulacion
no esta al alcance de un curso de Fisica universitario, la
aproximacion aqui desarrollada, en la que el fendmeno es
resuelto como un problema de N cuerpos, constituye una
metodologia que ofrece al estudiante la posibilidad de
introducirse y comprender este tdpico de la Astronomia a
partir de analogias con la Optica Geométrica y con la
Mecénica Clasica.

Adicionalmente, desarrollando y aplicando una simulacion

interactiva como complemento a esta aproximacion, se
logré generar una mejor disposicion en la comprension de
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este topico, y fortalecer las capacidades de aprendizaje del
estudiante, brindandole la posibilidad de involucrarse
activamente con las variables y condiciones que rigen este
fenémeno bajo esta aproximacion.
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