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Resumen

Se presentan algunos disefios experimentales usados para ilustrar algunos temas importantes de la dinamica de cuerpos
rigidos durante un curso universitario de mecanica. Los experimentos recurren a materiales de bajo costo y disponibles
en los laboratorios de fisica universitarios. Uno de ellos usa un cuerpo con una geometria no convencional y los
restantes representan casos usualmente incluidos como desafios en varios libros de texto.
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Abstract

Experimental designs used to illustrate some important topics of the dynamics of rigid bodies in a mechanics course in
the university are presented. All the designs use low-cost materials, available in the physics laboratories. One of the
designs uses a body with a non-conventional geometry, and the other two experiments deal with cases proposed in

several texts as challenges.

Keywords: Problem solving, modeling, experiments with rigid bodies.

PACS: 01.50.My, 01.50.Pa, 01.50.Qb

I. INTRODUCCION

Como docentes organizadores de un curso de mecéanica
para estudiantes de ingenieria hemos encontrado ciertas
dificultades para expandir la oferta de experimentos que
puedan realizar los alumnos en torno al tema de la
mecanica de cuerpos rigidos, y que al mismo tiempo esos
experimentos queden al alcance del bagaje de conocimiento
que los alumnos hayan alcanzado del tema durante el
desarrollo del curso, a fin de que la practica experimental
sea aprovechable por ellos y les mejore la comprension de
los topicos méas destacados.

Si bien en la literatura especializada se encuentran
propuestas experimentales muy variadas [1, 2, 3, 4, 5],
observamos que cada una de éstas desarrolla conceptos
especificos, y su adecuacion al desarrollo de un curso que
lleva adelante su propio temario queda, en cierto modo,
limitada. Asimismo, las propuestas experimentales
publicadas que aparecen como mas atractivas y desafiantes
[6], hacen necesario un mayor conocimiento de técnicas de
calculo para modelar los problemas, como por ejemplo el
formalismo lagrangiano, pero éste usualmente no se
presenta en un curso elemental de mecénica.

Otras dificultades se relacionan con el acceso
experimental a variables fisicas como la velocidad, la
aceleracion o la energia. Cuando estas variables se miden
con precision aportan, en conjunto, informacion relevante
para el andlisis de la mecénica del cuerpo rigido. Una
forma de acceder a estos datos consiste en, por ejemplo,
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usar técnicas de video para registrar en detalle el
movimiento [7] o bien sensores de movimiento vinculados
a un sistema de toma de datos por computadora [8, 9].

En este trabajo compartimos experimentos para
acompafar el dictado de temas relacionados con la
dinamica de un cuerpo rigido, tal como se los brinda
normalmente en un curso estandar de mecénica en los
primeros afios de estudio de una carrera de ciencias o
ingenieria. Hemos buscado disefios que rednan las
siguientes caracteristicas: a) que sean simples y de bajo
costo, de modo que su replicacion no ofrezca dificultad y
asi poder incorporarlos a cursos numerosos; b) que la fisica
involucrada esté al alcance de todos los alumnos que tomen
el curso por primera vez; ¢) que ilustren aspectos centrales
de la dindmica de un cuerpo rigido; d) que no requieran de
equipamiento sofisticado para su realizacion.

Esto nos ha llevado, por un lado, a tomar la idea de
aprovechar la conversion a experimentos de ciertos
problemas clasicos que se presentan en los cursos y que los
estudiantes resuelven rutinariamente.[10] De esta manera,
las actividades que pueden desarrollarse aportan a la
comprensioén e integracion de conceptos ya que vinculan
aspectos de la resolucion de problemas, la modelizacién y
la puesta a prueba de hipdtesis 0 modelos por medio de la
experimentacion.[11] Asimismo, cabe sefalar que las
actividades buscan remarcar aspectos importantes del
trabajo experimental como son el andlisis de datos y la
conexion de los resultados con las expectativas que surgen
del modelado de un problema.
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Por otra parte, dadas las caracteristicas de los
experimentos que presentamos, no es completamente
necesario tener acceso a sistemas de medicion automaticos,
y por lo tanto las experiencias se podrian hacer en
laboratorios que dispongan s6lo de instrumentos bésicos
como reglas, calibres, crondmetros y balanzas.

A continuacidn, en distintas secciones se presentan una
demostracioén y dos experimentos que puntualizan sobre
conceptos de la dindmica del cuerpo rigido, a saber:
rodadura de cuerpos de distintos momentos de inercia,
péndulo fisico con centro de masas variable, y pequefias
oscilaciones de esferas en canales cilindricos. En todos los
casos los alumnos pueden ser guiados para que ejerciten las
observaciones y los experimentos desde la concepcion
formal de un modelo fisico hasta la construccion del
dispositivo experimental.

I1. CUERPOS QUE RUEDAN

En lo que concierne a la rodadura de cuerpos, en varios
libros de texto [12, 13] se considera el movimiento sobre
un plano inclinado de cuerpos que se liberan
simultdneamente de una misma altura. Es comudn el analisis
de “carreras” que tienen como “contrincantes” a dos esferas
macizas de distintos radios y masas, 0 a una maciza contra
una hueca de iguales radios y masas, o de cilindros y aros,
etcétera. Las geometrias simétricas de estos cuerpos son
familiares a los alumnos y el célculo de los respectivos
momentos de inercia suele ser tratado previamente al
planteo de la pregunta.

Pero consideremos el caso de cuerpos que no presentan
geometrias usuales. Dos de estos cuerpos, que se muestran
en la Figura 1, tienen igual masa, estan construidos con las
mismas partes, pero distribuidas de diferente manera. Los
cuerpos estan armados con dos discos compactos
conectados por tres cilindros de madera del mismo largo.
La disposicion de los elementos es tal que la simetria de
cada cuerpo respecto del eje longitudinal que pasa por el
centro de masas queda preservada.
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FIGURA 1. Dos cuerpos construidos con los mismos elementos
pero que presentan distinta distribucion de la masa en torno al eje
de rotacion.
Si simultdneamente estos cuerpos se liberan desde la misma
altura para que rueden sobre un plano inclinado, ¢cual de
ellos llega primero a la base? Detrds del razonamiento
cualitativo que un alumno tiene que hacer para arribar a la
respuesta estan los conceptos de simetria, distribucion de
masa, momento de inercia y el teorema de los ejes
paralelos, que sintetizan en buena medida los elementos
bésicos necesarios para el tratamiento del movimiento de
cuerpos rigidos.

Tras decidir sus respuestas, los alumnos pueden
observar la rodadura de los cuerpos a lo largo de un plano
inclinado con un angulo pequefio. En un proceso de
retroalimentacion, los alumnos pueden revisar sus
razonamientos a la luz del resultado de sus observaciones.
Un problema complementario consiste en calcular el
momento de inercia de cada cuerpo compuesto de: dos
discos con agujero, tres barras homogéneas Y seis tornillos
(estos tornillos pueden considerarse como masas
puntuales). Esto requiere de mediciones de las dimensiones
de cada parte (masa, longitud, radios) y los
correspondientes calculos.

I1l. PENDULO FiSICO CON CENTRO DE
MASA VARIABLE

El concepto de péndulo fisico aparece como un tema de la
dindmica del cuerpo rigido que involucra los conceptos de
centro de masas, momento de inercia y la Segunda Ley de
Newton aplicada a un sistema continuo en rotacion, los
cuales se integran a un concepto singular como son las
oscilaciones armdnicas.

Un problema de resolucidn que aparece en el libro de
Sears et al. [14] consiste en determinar cdmo varia el
periodo de un péndulo formado por una varilla que tiene
adosada una pequefia masa, la cual puede ubicarse a una
distancia variable del eje de suspension del sistema,
ubicado en la parte mas alta de la varilla. Nuestra
realizacién se muestra esquematicamente en la Figura 2, en
la que un tubo de masa My largo L reemplaza a la varilla y
el cuerpo pequefio es una esfera de masa m.

El periodo del péndulo puede obtenerse con la
expresion general para el caso de pequefias amplitudes de
oscilacién y rozamiento despreciable:

T=2r Ieje . (1)
(M +m)gb

Aqui, leje es el momento de inercia del sistema con respecto
al eje de suspension, g es la aceleracién de la gravedad (g =
9.8 m/s?), y D la distancia entre el centro de masa del
péndulo y el eje de suspension, a saber:

M£+md

D=—2 )

M +m
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eje de suspension  sujecion

= _ql* —

FIGURA 2. Péndulo con centro de masa variable.

En este péndulo compuesto | es la suma de los momentos
de inercia del tubo Iy, y de la esfera legera cON respecto al
eje de suspension;

. =1

+1 esfera - (3)

eje tubo
Para un tubo de largo L y radios externo e interno Rex Y Rint,
respectivamente:

1 1
Lo =4 M (RZ, +RZ )+ S ML2.- (4)

El momento de inercia de la esfera respecto del eje de
suspension es:

2
esfera ngl‘z +md?. )

El primer término en (5) corresponde al momento de
inercia de la esfera con respecto a un eje que pasa por su
centro de masas, y el segundo término resulta de la
aplicacion del teorema de los ejes paralelos, donde d es la

distancia entre el centro de la esfera y el eje de suspension.
Vale la pena analizar la expresion del periodo como una
funcion de las variables que intervienen después de
reemplazar en (1) por las expresiones de D y lgje. En primer
lugar, en el péndulo utilizado —de 58 cm de longitud y de
1 de 1 cm (ver TABLA I)-, el primer

|ue representa la distribucion de masa en la
es despreciable frente al segundo término
e la distribucién de la masa a lo largo del
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tubo). Por lo tanto, el momento de inercia del tubo puede
ser considerado como el de una varilla homogénea de masa
M y longitud L. En segundo lugar, el término 2/5mr® que
corresponde al momento de inercia de la esfera con
respecto a su centro, es comparable a la aproximacion del
momento de inercia del tubo lys, = 1/3ML? sélo si m es del
orden de M (L/d)%. Con los datos de la TABLA | esto se
cumple en el caso extremo de una relacion de masas m/M =
10*, mientras que para el péndulo utilizado m/M = 0,2, por
lo que el término 2/5mr® también puede ser despreciado
frente a 1/3MLZ

En conclusion, el péndulo puede ser tratado como una
varilla larga de masa M y longitud L a la que se le adhiere
una masa puntual m a distancia variable d respecto del eje
de suspension. Con esto, el momento de inercia del péndulo
puede ser expresado como:

l (6)

z%ML2+md2,

eje

y resulta una expresion simplificada del periodo:

T(d)~2x (7

donde ha sido usada la expresién (2) para D(d). Estas
expresiones son empleadas a priori en el analisis de un
denominado “péndulo no-intuitivo” formado por dos
cuerpos, aunque sin la presentacion de una adecuada
justificacion (ver, por ejemplo, [15]).

Finalmente, cuando se analizan las diferencias que
aparecen en el periodo si se utiliza el momento de inercia
aproximado, se encuentra que tal periodo difiere en menos
del 2% respecto del obtenido con el momento de inercia
exacto. La Figura 3 muestra estas leves discrepancias para
diferentes valores de m/M. Desde arriba hacia abajo se
muestran curvas para: m/M = 1, 10, 100. La curva inferior
corresponde al caso de un péndulo simple de longitud d.
Para representar los casos se utilizaron los valores de la
TABLA I

15
\\ I
1.0 1
D
'_
0.5 1
0.0 T T
0.0 0.1 0.2 0.3

d (m)

http://www.journal.lapen.org.mx



FIGURA 3. Periodo del péndulo fisico en funcién de la distancia
de la esfera al eje de suspension, para diferentes razones m/M.
A. Disefio experimental

El péndulo construido estd formado por un tubo de PVC 'y
una esfera de acero. En la TABLA | se indican las dimen-
siones del tubo y de la esfera.

El eje de suspension del péndulo es una varilla rigida
delgada (6 cm de longitud, 2 mm de didmetro), y puede
fijarse en el extremo del tubo con dos ganchos construidos
con el alambre de clips metalicos. Los ganchos se pegan
con un adhesivo instantaneo. En términos generales, no es
dificil encontrar una esfera que ajuste dentro de un tubo de
manera que se pueda fijar su posicion con comodidad.

Cuando el eje horizontal se apoya sobre dos bloques de
acero el péndulo puede oscilar con escasa amortiguacion,
de manera que se pueden observar unos 50 ciclos.
Cronometrando el tiempo de N ciclos, At, se obtiene el
valor del periodo como T = At / N; en nuestro caso N = 40.

El cambio de posicién de la esfera en el tubo modifica
la posicion del centro de masas del sistema y su momento
de inercia respecto del eje. En este experimento se
determina como varia el periodo para distintas posiciones d
de la esfera dentro del tubo.

TABLA 1. Dimensiones de las partes del péndulo fisico.

Tubo
L =(0.587 £ 0.001) m
M=(742+0.1)g
Rint = (7.7 £ 0.1) mm
Rext = (10.4 £ 0.1) mm
Esfera

M=(16.8+0.1)g
r=(7.7+1.1) mm

Longitud
Masa
Radio interno
Radio externo

Masa
Radio

B. Resultados

La Figura 4 muestra el periodo de oscilacién del péndulo
construido, medido para diferentes posiciones d de la esfera
dentro del tubo, y su comparacion con el modelo. La linea
continua representa el periodo calculado usando todos los
términos del lge. En tanto, linea punteada corresponde al
periodo calculado usando la aproximacion (7).
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© 125

1.20 1
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0.0 0.2 0.4 0.6
d (m)
FIGURA 4. Periodo del péndulo para diferentes posiciones de la
esfera dentro del tubo.

Puede observarse la consistencia de la aproximacion
propuesta ya que la discrepancia con el resultado exacto es
muy leve.

Un experimento de este tipo, desde el armado del
péndulo y su montaje hasta las mediciones, puede llevar
alrededor de 3 horas, lo que lo hace accesible para
practicarlo en un curso universitario.

V. OSCILACJON DE UNA ESFERA EN
CANALES CILINDRICOS

El caso de una esfera de radio r que realiza pequefias
oscilaciones dentro de un canal cilindrico de radio R est&
presentado en la bibliografia para ser analizado de
diferentes maneras, ya sea en el caso especial en que hay
una relacion definida entre r y R como considera Serway
[16] o cuando r << R como proponen Tipler y Mosca [17].
En ambos casos las consignas solicitan demostrar que la
esfera puede oscilar con movimiento armonico simple y
encontrar una expresion para el periodo T en funcién de las
dimensiones de la esfera y del canal.

Si se supone que la esfera rueda sin deslizamiento en el
canal, el abordaje teorico para este problema puede ser el
dinamico o el energético que, aunque presentan distintos
grados de complejidad, conducen al mismo resultado.

Para el andlisis dinamico se recurre a la esque-
matizacion de la situacion y se realiza un diagrama de
cuerpo libre, como se muestra en la Figura 5.
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=)

FIGURA 5. a) Una esfera de radio r que oscila en un canal
cilindrico de radio R. b) Diagrama de cuerpo libre donde se
indican las fuerzas actuantes sobre la esfera: peso, normal al canal
y la fuerza de roce necesaria para la rodadura Sé6lo es necesario
considerar el movimiento en la direccion del versor angular 4.

El analisis indica que en la direccion ¢ se cumple:

dv
—-mgsend+f =m—, (8)
g it

donde @ es el angulo que define la posicion angular de la
esfera en el canal respecto de la posicion de equilibrio, v es
la velocidad tangencial del centro de masas de la esfera a lo
largo de un tramo de circunferencia que tiene un radio (R -
r), y f es la fuerza de roce entre la esfera y el canal. El
modulo de la velocidad tangencial del centro de masas esta
relacionada con el médulo de la velocidad angular o
(w =daldt) respecto del centro de curvatura del canal por:

v=w(R-T1). ©)

La fuerza de rozamiento produce a la esfera un momento de
rotacion respecto de un eje que pasa por su centro de masas
y que es paralelo al eje longitudinal del canal, que lo
tomamos con eje z. Este momento tiene modulo:

fr=la, (10)
donde o es la aceleracion angular de la esfera alrededor de
su centro de masas e | = (2/5)mr? es su momento de inercia.
Considerando la condicion de rodadura sin deslizamiento,
tenemos que es valida la ecuacion de vinculo entre la
velocidad v de la esfera y su velocidad angular Q de su
rotacion en torno al eje que pasa por su centro de masas:

v=rQ. (12)
Dado que dependiendo del sentido del movimiento de la
esfera sobre el canal, @, = *|o| y simultaneamente Q,
=F|Q|, es decir  y Q son opuestas, las velocidades
angulares quedan relacionadas a través de

Pl (12)
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Usando o = dQ/dt, se obtiene de (10) la fuerza de roce, que
puesta en (8) lleva a deducir la ecuacidn de movimiento de
la esfera sobre el canal:

2 g
7(R-=r)

sen(o) - (13)

En el caso de oscilaciones de amplitudes pequefias, sen(6)
~6, y (13) se reduce a la ecuacion de un oscilador arménico
simple que oscila con un periodo constante dado por

(14)

De este modo, el modelo predice un periodo de oscilacion
que mantiene una relacién lineal entre su cuadrado T2y la
diferencia (R —r) de los radios del tubo y la esfera:

28

T?2=2222(R-1) (15)
59

Noétese que el factor 287%/5g = 5.63 s>m™ es constante e
independiente de los tamafios de la esfera que oscila y del
canal. Si la ecuacion (15) puede ser verificada experi-
mentalmente observando oscilaciones de pequefias ampli-
tudes, se esta verificando, entre otras cosas, que el cuerpo
rueda sin deslizar, una condicion que de otra forma es mas
dificil de discernir. A continuacién, se muestra el disefio
experimental y los resultados obtenidos junto a la corre-
lacién que presentan con el modelo desarrollado.

A. Disefio experimental

La TABLA Il detalla las dimensiones de las esferas usadas,
de acero, vidrio y plastico. Los canales cilindricos son
tubos de pléstico —como los que se usan como tubos de
desaglie- y recipientes cilindricos de PVC, cuyos radios se
danen la TABLA III.

Para determinar el periodo de oscilacion T se emple6 un
crondmetro y el siguiente procedimiento: se dejo oscilar la
esfera dentro de los tubos midiendo el tiempo At de 10
oscilaciones, para luego determinar el periodo mediante T =
At /10.

TABLA I1. Datos de las esferas usadas.

Esfera Material Radio (mm)
1 acero 2.375 + 0.025
2 acero 4,75+ 0.05
3 acero 6.25+0.05
4 vidrio 7.50 £ 0.05
5 acero 12.75+0.05
6 plastico 12.75 +0.05
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TABLA I11. Radios de los canales cilindricos usados.

Canal R (mm)
1 525+ 0.5
2 80.0+0.5
3 1195+ 0.5
4 143.0+ 0.5

B. Resultados

En el gréfico de la Figura 6 se muestran los resultados de
los T % en funcién de la diferencia R — r. Observamos una
buena correlacion de los datos con lo que se espera de la
aplicacion de la expresion (15). La pendiente del grafico
difiere s6lo en un 2.3% del valor esperado.

Debe notarse que este resultado proviene del estudio de
las oscilaciones de esferas metalicas o de plastico duro
sobre canales de PVC. Las mismas esferas puestas a oscilar
en canales de poliuretano expandido presentan un amorti-
guamiento tal que alejan las condiciones experimentales de
las usadas para la deduccion del modelo que lleva a la
expresion (15).

Asimismo, durante los experimentos debe cuidarse que
el movimiento oscilatorio de las esferas no sufra
desviaciones apreciables de la direccion tangencial.

0.90
T2=0.0055 (R - 1)
R2=0.9906

0.60 -
%
~

0.30 -

0.00 , ’

0 50 100 150

R -r (mm)

FIGURA 6. El gréfico muestra la relacion lineal del periodo al
cuadrado T? respecto de la diferencia de los radios R - r. Los
cuatro grupos de datos corresponden a las mediciones de los
periodos de las esferas en cada uno de los cuatro tubos.

Vale la pena comentar que el uso de esferas de goma de dos
0 tres centimetros de diametro no produce resultados
compatibles con la expectativa del modelo, y que esto
posiblemente se deba a que no se satisface la condicion de
rodadura sin deslizamiento de esferas de ese material sobre
los canales de plastico o PVC. Asimismo, el tamafio de las
esferas a usar estd limitado por el amortiguamiento, asi es
que esferas méas pesadas oscilan mas tiempo y a la vez
producen resultados que se correlacionan mejor con las

expectativas del modelo.
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V. CONCLUSIONES

Los experimentos presentados responden a necesidades de
nuestros cursos de una carrera de ingenieria. No obstante,
creemos que son viables durante el desarrollo de cursos
analogos de los primeros afios universitarios. Por un lado,
nuestra propuesta da continuidad a la idea de generar
nuevas experiencias para el laboratorio de fisica, coherentes
con el tipo de problemas que se realizan habitualmente en
los cursos regulares, lo que a nuestro entender redunda en
una mejor comprension de los conceptos teodricos de la
dinamica de un cuerpo rigido por parte de los alumnos. Por
otro lado, el desarrollo de actividades de este tipo puede
servir para incorporar nuevos experimentos usando
elementos accesibles y de bajo costo.
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